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RESUMEN

Se presenta una aplicacion de las matematicas para explicar una de las enigmaticas propiedades
macroscopicas de la Tierra, la inercia en el movimiento de rotacion. Para ello en forma
secuencial se presenta la utilidad de las ecuaciones paramétricas de linea en el calculo del
perimetro de la Tierra. Se presenta la utilidad de las ecuaciones paramétricas de superficie en
el calculo de la de superficie, y en el calculo de vectores ortogonales a la superficie, mismos
que permiten calcular un vector normal a la superficie. Utilizando las Integrales del Linea y
paralelamente el Teorema de la Divergencia o Teorema de Gauss, se calcula el flujo
gravitacional y se demuestra que la Tierra no requiere ningun trabajo para portar todos o
cualquier objeto que permanezca sobre su superficie. Finalmente, utilizando integrales de linea
y paralelamente el Teorema de Stokes se demuestra que la circulacion de campo gravitacional

de la Tierra es cero, lo que evidencia la inercia en la rotacion de la Tierra.

Palabras claves: ecuaciones paramétricas, integrales de linea, integrales de superficie, teorema

de la divergencia, teorema de Stokes
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Inercia de la Rotacion de la Tierra: Explicada Mediante Calculo Avanzado

ABSTRACT

An application of mathematics is shown to explain one of the enigmatic macroscopic properties
of the Earth, inertia in rotational motion. To do this, sequentially, the following are presented:
the usefulness of parametric linear equations in calculating the perimeter of the Earth; the
usefulness of parametric surface equations in the calculation of the surface equation, and in the
calculation of vectors orthogonal to its surface, which allow the calculation of a vector normal
to the surface. Using Line Integrals and in parallel the Divergence Theorem or Gauss's
Theorem, the gravitational flow is calculated and it is shown that the Earth does not require
any work to transport all or any object that remains on its surface. Finally, using line integrals
and in parallel with Stokes' Theorem, it is shown that the circulation of the Earth's gravitational

field is zero, demonstrating the inertia in the Earth's rotation.

Keywords: parametric equations, line integrals, surface integrals, gauss divergence theorem,

stokes theorem

RESUMO

Apresenta-se uma aplicacdo da matematica para explicar uma das enigmaticas propriedades
macroscopicas da Terra: a inércia no movimento de rotacdo. Para isso, de forma sequencial,
exp0e-se a utilidade das equacgdes paramétricas de linha no calculo do perimetro da Terra. Em
seguida, apresenta-se a utilidade das equacGes paramétricas de superficie no céalculo da area da
superficie e na determinacdo de vetores ortogonais a superficie, os quais permitem calcular um
vetor normal a superficie. Utilizando integrais de linha e, paralelamente, o Teorema da
Divergéncia ou Teorema de Gauss, calcula-se o fluxo gravitacional e demonstra-se que a Terra
ndo requer nenhum trabalho para sustentar todo e qualquer objeto que permaneca sobre sua
superficie. Por fim, utilizando integrais de linha e, paralelamente, o Teorema de Stokes,
demonstra-se que a circula¢do do campo gravitacional da Terra € zero, 0 que evidencia a inércia

na rotacdo da Terra.

Palavras chave: equacdes paramétricas, integrais de linha, integrais de superficie, teorema da

divergéncia, teorema de Stokes
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Funciones paramétricas
La Tierra se puede considerar cuasi-esférica, es decir, una esfera de radio R. Cada punto
(x,y,z) de la superficie de la Tierra, es mas practico representarlo de coordenadas esféricas,
cuyas relaciones de conversion son
X(¢,6) = Rseng cosd 1)
y(¢, 0) = Rsengsen & 2)
z(¢,0) = Rcos¢g (3)
donde ¢ es el &ngulo cenital, que comienza en el Polo Norte, que vade 0 < ¢ < Yy representa
la latitud; y € es el &ngulo azimutal, que representa la longitud y que comienza en el meridiano
de Greenwichyvade 0<0<2r.
Como es bien sabido la ecuacion estandar de una esferaes x° + y* + z* = R?. Para demostrar
la coherencia de las coordenadas esféricas, se sustituyen las relaciones de conversion de
coordenadas esféricas a cartesianas, y se puede facilmente verificar que, en efecto
x% + y? + z? = R?sen’@ cos?0 + R*sen’@ sen?6 + Rcos*@ =

= R?sen’@(sen®® + cos?0) + R%cos?*@ = R%*(sen?® + cos?@) = R?
Perimetro de la Tierra en el Ecuador
Un objeto o una persona sobre el Ecuador, estd en el angulo cenital ¢ = /2y por tanto

sustituyendo en las relaciones anteriores, sus coordenadas son

x(0) = Rcosd (1)
y(0) = Rsen@ (2%)
2(6)=0 (3%

A priori, se puede establecer que, como resultado de la rotacion de la Tierra, todo objeto o
persona, en el Ecuador, recorre cada dia una distancia equivalente al perimetro de la Tierra. La

posicion de ese objeto puede ser descrita mediante una funcion posicion en forma parametrica
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r(@)=Rcos@ i +Rsend j (4)

donde @ es el &ngulo azimutal, y representa la longitud.
Para verificar la coherencia de tal funcién, se puede calcular la distancia de la trayectoria
descrita. Para ello, se puede utilizar la formula o expresion de la longitud de arco en forma

paramétrica

s=[JIx@F +ly @Fdo (5)

A partir de la ec. (4), derivando se obtiene
r'(0) = —Rsenf i+ R senf j (6)
de donde, de acuerdo a la forma de las ecuaciones paramétricas, se puede inferir que
x'(6) = —R senf (7
y'(0) = R cos6 (8)

Luego, sustituyendo en la ec. (5) e integrando

s=J. VI OPF + ' (@12d6 = [," /[-R send]* + [R cos8]2d6 =

2T 21
= f VR%(sen?6 + cos26)do = Rf dé = 2nR 9)
0 0

Que demuestra que, efectivamente, la trayectoria equivale a la férmula del perimetro de una
circunferencia, y por tanto que una funciéon vectorial describe en forma completa una
trayectoria.
Asumiendo que el radio de la Tierra es del orden de 6500km, el perimetro de la Tierra resulta
del orden de

s = 2m-6500km = 40840 k
Lo que implica que un objeto o una persona en el Ecuador, sin apercibirlo, recorre esa distancie

en 24 h, a una velocidad lineal del orden de
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_s_40840km_17 km
V=TT T 240 n

Superficie de la Tierra
Si considerada la Tierra como una esfera, cada punto de la superficie de la Tierra puede
representarse como una funcion paramétrica de la forma
F(4,0) = x($,0)i +Y(6)] +2($,0)k  (10)
Esto es, F(g,0) es un vector posicion que puede tener como referencia el centro de la Tierra.
Utilizando las coordenadas esféricas (ecs. 1,2,3), la ecuacion de la esfera en forma
parametrica es

F(¢,0) = Rsen® cosf i + Rsen® senf j + Rcos® k (11)
De acuerdo al Calculo Vectorial, cualquier superficie curva, se puede calcular en coordenadas

esféricas utilizando la formula de la longitud de arco

S = [[ Ir, =7, JoA (12)

donde T, (x,y,z) y T,(X,y,z) son vectores unitarios ortogonales a la superficie en las
direcciones ¢y 0; T, xT, es el producto vectorial entre ambos vectores, “Q X QH es la magnitud

del producto vectorial y dA = d@d6 es la diferencial de area que forma el paralelogramo de
ambos vectores.

Ambos vectores ortogonales se calculan derivando respecto a sendas coordenadas. Esto

es

. 6Xf.‘ 3y¢‘ aZ"
r(x,y,z2)=—i+—=L|+—Kk 13
(X, Y,2) o6 a¢J o6 (13)
. aXT ay’.\ 62"
r,(X,y,2)=—i +—= ] +—Kk 14
(X, Y,2) %0 26} T30 (14)

Ahora bien, derivando la ec. (11) respecto a @ y sustituyendo en la ec. (13)

75(®,0) = Rcos® cosO i + Rcos® senf j — Rsendk (15)
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Y de forma similar, derivando respecto a 6 la ec. (11) y sustituyendo en la ec. (14)
79(@,0) = —Rsen® send i + Rsen® cosf j + 0 (16)

Para utilizar la ec. (12) se requiere, primero calcular el producto vectorial T, x T, . Esto es

~

i j k
79(0,0) X19(0,0) = | Rcos® cos® Rcos® send —Rsen@d|=
—Rsen® sen8 Rsen® cosf 0

= R%(sen*@cos0 i + sen*@send j + send cosd(sen?6 + cos?0)k) =
= R?(sen’@cos0 i + sen?@send j + send cosPk) (17)
enseguida, como es bien sabido, el calculo de la magnitud del producto cruz |, x T, | es la raiz

cuadrada del cuadrado de las componentes del producto vectorial. Esto es

175(@, 6) X 79 (@, 0)]| = /R*(sen*Bcos?6 + sen*@sen?f + sen’@ cos2@) =

= \/R‘*(sen‘*@ (cos?6 + sen?6) + sen?@ cos?*Q) =

= JR*(sen*® + sen2@ cos2@) = / R*sen?@(sen?@ + cos2@) = /R*(sen?@
= R?sen @ (18)

Luego, sustituyendo la ec. (18) en la ec. (12)

S= ﬂ 1750, 6) x 7 (8, 0) || dA =ﬂ R?sen0dgdo  (19)
D D

hay que recordar que dA=d¢gd@ y 0<8<2r, 0< ¢ <. Portanto

21
= sz sen (Dd(bf df = R?*[—cos Q]F[0]3"™ = 4mR? (19)
0
0

que es la ecuacion o formula de la superficie de una esfera. Lo que demuestra la utilidad de las
ecuaciones paramétricas de una superficie.

Flujo gravitacional que emana de la superficie de la Tierra

El flujo perpendicular a una superficie diferencial ® matematicamente se define mediante la

integral de superficie
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cp:ﬂ F-Nds (20)
D

donde, F es el campo que induce el flujo -en el caso de la Tierra, es el campo gravitacional-, N
es el vector normal a la superficie, y D es el dominio de la funcién -en el caso de la tierra, es la
circunferencia que la divide en hemisferios-.

De acuerdo a la Ley de Gravitacién Universal, la interaccion entre dos masas M y m separadas

una distancia R, esta dada por la funcién vectorial

_ GMm_ GMm xi +yj+zk) Kk (- . -~
F(xy,2)= U= ( BFIQJ ):F(X|+yj+zk) (21)

donde G =6.67x10""*Nm? /kg? es la constante de gravitacion universal, k=GMm y el

vector unitario en la direccion del campo F .
En el caso de la interaccion de la Tierra sobre cualquier objeto en su superficie, M es la masa

de Tierra M =5.972x10%*kg Y M puede ser un objeto de masa unitaria.
Para resolver la integral ec. (20) lo primero que se tiene que calcular es el valor de NdS De
acuerdo al Calculo Vectorial
Nds = 75(0,0) x 75(8,0) dA (22)
Utilizando el producto vectorial, ec. (17)

Nds = R2(sen®@cos6 i + sen?@send j + sen®d cos6k)dA (23)

Por su parte, sustituyendo las relaciones de conversién (1), (2) y (3), en la ec. (21) el campo

gravitacional F en forma paramétrica resulta
- k . . &
F(x(H),y(Q),Z(G)) =23 (R sen@cosO i + R senPcosl j + cos@k) (24)

Luego, el producto escalar F-NdS resulta
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s k ~
F:Nds = 8 (R sen@cosh i + R senPcosb j + cosPk)

- R%(sen?@cosf t + sen?@send j + sen® cosk)dA =
= k(sen3® cos?0 + sen30 sen?8 + sen@cos?@)dA =
= k (sen3@ (sen?0 + cos?0) + senPcos*@P)dA =
=k (sen®d (sen’® + cos?0))dA = k sen® dA =
=k sen® dpdo (25)
Y sustituyendo la ec. (25) en la ec. (20), el flujo gravitacional que emana de la superficie de la

Tierra

T 2T
cb=ﬂ Fﬁds:kf sen@dczsf do = 4mk (26)
D 0 0

resultado que demuestra que el flujo es independiente de la distancia R vy, en el caso de que
m sea un objeto de masa unitaria, el flujo estrictamente depende y es proporcional a M .

En el caso de la Tierra, el valor numérico del flujo gravitacional total, es

2

Nm
& = 4tk = 4nGMm = 4n <6.69x10_11k—gz> (5.972x10%*kg)( 1kg)

= 5.02x10'5 Nm? (25)
Si se quiere calcular el flujo que pasa por cada m? de superficie de la Tierra, sobre una masa

unitaria, hay que dividir entre superficie de la Tierra (S = 4w R?). Esto es

Nm?

-11 24

®  4nGMm  GMm (6.69x10 kgz) (5.972x10%*kg) o0t
S 4mR?2  R? (6.5x105m)2 -

Calculo del Flujo gravitacional utilizando el Teorema de Gauss

Alternativamente, el Flujo se puede calcular usando el Teorema de la Divergencia de Gauss

”ﬁ-md5=j”didev (27)

R \

Para ello es necesario calcular la divergencia de F (divF).
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De acuerdo al Calculo Vectorial, si

F(X,V,z) = Mi + Nj+Pk (28)

por definicion

divF =V ﬁ—(a 1+ +aI€> (Mi+ Nj + Pk) oM oL or (29)
wE= ==t "3y T oz b ~9x oy oz
Observando la ec. (21) es evidente que
k k k

M=EX, N=Ey; Yy P=EZ (30)
Por tanto

.k 3k

cavF=F(1+1+1)=F (31)

Luego, sustituyendo en la ec. (27)

[[[divFdv = =2 fff av (32)

Como es bien sabido, una integral triple anula una diferencial de volumen. Esto es [[f dV = V.

4
Y como V es una esfera V= gnR3. Por lo tanto

deF dV—— V—% (37TR )=4nk (33)

Cuyo resultado es igual al obtenido utilizando la definicion de flujo (ec. 26).
Trabajo realizado por el campo gravitatorio de la Tierra
El trabajo realizado por el campo gravitacional sobre cualquier objeto dispuesto en su

superficie puede evaluarse mediante la integral de linea

szfﬁ-df (34)

donde: F el campo gravitacional, mientras que dr es la diferencial de la funcién posicion.
Conviene expresar el campo en su forma paramétrica, para ello, sustituyendo las ec. (1), (2) y

(3)enlaec. (21)
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- k ~
F(x(0),y(0),z(8)) = 23 (R sen@cosf i + R senPcosb j + RcosPk) (35)

El movimiento de todo objeto fijo sobre la superficie de la Tierra en el Ecuador, es resultado
del movimiento de rotacion de la Tierra y describe una trayectoria circular igual al perimetro
de la Tierra en el Ecuador, la cual, como se mostrd anteriormente (8 1.1) puede ser descrita

mediante la funcion posicion
r(@)=Rcos@ i +Rsend j,donde 0<o<2~r (4)

Luego, la diferencial de la funcion posicion es

dr = —Rsenfi + Rcos6j + 0k (36)

Y el producto F.dres

.k R -
F-dr= 8 (R sen®cosO T + R sen@senf j + Rcos@k) . (—Rsenei + RcosOj + Ok)

k
=23 R?(— sen@senfcosO + senPsenfcosfd +0) =0 (37)

Sustituyendo el resultado (ec.37) en la ec. (34), se concluye que

W=ﬂﬁ-d?=ﬂ0-d?=0 (38)

Lo que implica que la Tierra no emplea ningun trabajo y por lo tanto no gasta ninguna energia
para llevar sobre ella todos los objetos que porta. O en forma mas rigurosa, ello implica que el
flujo gravitatorio no influye en la rotacidn de la Tierra, jy que esta no necesita energia para
girar sobre su propio eje (1)

Circulacién resultante del campo gravitatorio de la Tierra

La circulacion se define como la integral

rotF - NdS (39)
Il

R

Para calcular la circulacion primero se tiene que calcular el rotacional del campo vectorial

rotF y el producto Nds.
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Por definicion
rotF = 75(0,0) x 79(3,0)  (40)

De acuerdo al Calculo Vectorial, si

F(x,y,2)=Mi +Nj+Pk  (&7)

por definicion el rotacional de un campo vectorial es el producto vectorial

tF =V x ﬁ—(a“+a“+ak>x(M“+N“+P12)
rort = B axl 0y] 0z ' J
ik
|2 9 9 (41)
dx Jdy 0z
M N P

Nuevamente, por analogia de la ec. (21) con la ec. (28) es evidente que

k k k
M = Ex, N = Ey' Yy P = EZ (29)
Por tanto
i i k
B 0 0 0
rotF = ogx dy 0z |=
k k k
ﬁ(x) ﬁ()’) ﬁ(z)
k. . o~ =
=ﬁ(01+0]+0k)=0 (42)

Por otro lado el producto Nds esta dado por la ec. (23), pero independientemente de su valor,

dado que el rotacional es cero, sustituyendo en la ec. (39)

ff rotF - Nds =0 (43)
R

Lo que significa que el rotacional del campo gravitacional de la Tierra es cero. En realidad, la

férmula de la circulacion es equivalente a la formula del trabajo para una trayectoria cerrada;

es decir es otra forma de definir las integrales de linea. Esto lo establece el Teorema de Stokes
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[[rotF -Nds = {F -dr (44)

R

Lo que implica que las integrales de linea no solo permiten calcular el trabajo, sino también la

circulacion. Y en el caso de los campos cuadraticos inversos en una trayectoria cerrada, los

cuales son conservativos o irrotacionales, tanto el trabajo como la circulacién son cero.

CONCLUSIONES

Se ejemplifica el uso de las ecuaciones paramétricas, de linea y de superficie, para demostrar

su utilidad en la descripcion geomeétrica de la Tierra. Utilizando las Integrales del Linea y el

Teorema de la Divergencia o Teorema de Gauss, se calcula el flujo gravitacional y se demuestra

que la Tierra no requiere ningun trabajo para portar todos o cualquier objeto que permanezca

sobre su superficie. Finalmente, utilizando integrales de linea y el Teorema de Stokes se

demuestra que la circulacion de campo gravitacional de la Tierra es cero, lo que evidencia la

inercia en la rotacion de la Tierra. En virtud de que los campos gravitacionales son

conservativos, esta conclusion puede extenderse a cualquier planeta o astro del universo. Y este

tratamiento puede extenderse a los campos eléctricos.
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